
Όπλιση πλακών 

∆ιαστασιολόγηση σε κάµψη  

Γενικά 
Κατά τη διαστασιολόγηση επιφανειακών φορέων από οπλισµένο σκυρόδεµα το 
ζητούµενο είναι η ανάληψη των κύριων εφελκυστικών τάσεων από πλέγµα 
οπλισµών σε διάταξη, η οποία εν γένει αποκλίνει από τις διεύθυνση των κυρίων 
τάσεων. Η εξαγωγή των δυνάµεων διαστασιολόγησης σε ρηγµατωµένο στοιχείο 
πλάκας για δεδοµένη εξωτερική φόρτιση αποτελεί ένα στατικά αόριστο 
πρόβληµα, το οποίο επιδέχεται πολλές αποδεκτές λύσεις. Με κριτήριο την 
οικονοµικότητα των οπλισµών έχουν προταθεί διάφορες λύσεις, π.χ. από τους 
Wood-Armer, Baumann, Denton –Burgoyne. 

Στο πρόγραµµα υποστηρίζονται δυο εναλλακτικές µεθοδολογίες: 

- Η µεθοδολογία τους παραρτήµατος F του EC2-1-1, η οποία έχει προκύψει 
από τη πρόταση του Th. Baumann [BAUM72], [CONC95] & [LEON77] 

- Η κλασική µεθοδολογία των Wood-Armer [WOOD68], [ARME68] & 
[MACG05]. 

Μοντέλο υπολογισµού Th. Baumann 
Το µοντέλο Baumann για τον υπολογισµό της διεύθυνσης της ρωγµής και του 
απαιτούµενου οπλισµού βασίζεται στην ελαχιστοποίηση του έργου 
παραµόρφωσης. Χαρακτηριστικό του µοντέλου Baumann είναι ότι η 
διαστασιολόγηση της πλάκας σε κάµψη ανάγεται σε πρόβληµα 
διαστασιολόγησης ισοδύναµων δίσκων υπό ορθές δυνάµεις. 

Παραδοχές 

- Ο υπολογισµός των εσωτερικών δυνάµεων βασίζεται στην γραµµική-
ελαστική συµπεριφορά των υλικών. 

- Η εφελκυστική αντοχή του σκυροδέµατος αµελείται 

- ∆ιατµητικές τάσεις στη θλιβόµενη ζώνη δεν λαµβάνονται υπόψη διότι 
προκαλούν µόνο κύριες εφελκυστικές τάσεις 
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Μεθοδολογία 

Αρχικά προσδιορίζεται η καµπτική ένταση του στοιχείου στο κύριο σύστηµα µε 
τη θεωρία του Mohr. Η κύρια ροπή mI θα προκύπτει πάντα θετική. 
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Σχήµα 4.1: Μετατροπή καµπτικών ροπών από το σύστηµα Χ-Υ στο κύριο I-II. 

Η καµπτική καταπόνηση του στοιχείου πλάκας από τις κύριες ροπές mI και mII  
(mI > mII) παριστάνεται από τις κύριες αξονικές δυνάµεις nI_=_mI/zm και 
nII_=_mII/zm στην εφελκυόµενη λόγω κάµψης ζώνη και από τις nIID_=_-mI/zm 
και nID_=_-mII/zm. στη θλιβόµενη λόγω κάµψης ζώνη Βλ. σχ. 4.2. Ο µέσος 
µοχλοβραχίονας zm των εσωτερικών δυνάµεων λαµβάνεται ίσος µε 0,8-0,9 του 
στατικού ύψους.  

Σε περίπτωση που η mII προκύπτει αρνητική, τότε απαιτείται εφελκυόµενος 
οπλισµός και στην θλιβόµενη λόγω κάµψης ζώνη. 
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Σχήµα 4.2: Μετατροπή των κύριων καµπτικών ροπών σε µεµβρανική δράση 
ισοδύναµων δίσκων  

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ένα ρηγµατωµένο επιφανειακό στοιχείο µε 
οπλισµό διατεταγµένο σε δυο ορθογωνικές διευθύνσεις x-y.  

α : η γωνία του οπλισµού y ως προς τη διεύθυνση της µεγαλύτερης κύριας 
εφελκυστικής δύναµης nI. 

φ : η γωνία της διεύθυνσης της ρωγµής φ ως προς τον οπλισµό y. 
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Σχήµα 4.3: Ρηγµατωµένο επιφανειακό στοιχείο µε ορθογωνικό πλέγµα 
οπλισµών x-y υπό δεοδοµένη κύρια µεµβρανική εφελκυστική 
ένταση nI & nII.  

Επιλέγοντας γωνία φ οι εφελκυστικές δυνάµεις στους οπλισµούς και η θλιπτική 
δύναµη στο σκυρόδεµα, προκύπτουν από τις συνθήκες ισορροπίας κατά µήκος 
της ρωγµής και κάθετα σε αυτή. Βλ. σχ. 4.4 & 4.5. 

- Από το δυναµοπολύγονο ισορροπίας δυνάµεων σε µια τοµή µοναδιαίου 
µήκους παράλληλα στη ρωγµή (Βλ. σχ. 4.4) λαµβάνουµε τις ακόλουθες 
εξισώσεις: 

 nI·b1 - fSX·bX·cosα - fSY·bY·sinα = 0 

 nII·b2 - fSY·bY·cosα + fSX·bX·sinα = 0 

Αποδεικνύεται ότι η ελαχιστοποίηση του απαιτούµενου οπλισµού προκύπτει για 
διάταξη του οπλισµού παράλληλα στην διεύθυνση που αναπτύσσεται η κύρια 
ένταση. 
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Σχήµα 4.4: ∆υναµοπολύγονο ισορροπίας δυνάµεων σε µοναδιαίο µήκος 
ρωγµής. 

- Θεωρώντας µοναδιαία τοµή κάθετη στις ρωγµές (Βλ. σχ. 4.5) τότε στην 
ισορροπία των δυνάµεων υπεισέρχεται και η θλιπτική δύναµη του 
σκυροδέµατος. Από το δυναµοπολύγωνο λαµβάνουµε την ακόλουθη 
εξίσωση.  

fc = - nI·b1·sin(φ-α) - nII·b2·cos(φ-α) + fSX·bX·sinφ + fSY·bY·cosφ 

Οι τάσεις στο σκυρόδεµα θα πρέπει να περιορίζονται από την τιµή 

 0,6· ck1
250

f −  
·fcd. Βλ. EC2-1-1 παράρτ. F.  

Εφόσον σε κάποιο στοιχείο έχουµε υπέρβαση της µέγιστης επιτρεπόµενης τάσης 
σκυροδέµατος, τότε στη θέση αυτή δεν εξάγεται οπλισµός. 
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Σχήµα 4.5: ∆υναµοπολύγωνο ισορροπίας δυνάµεων σε µοναδιαίο πλάτος 
θλιβόµενης ζώνης µεταξύ ρωγµών. 

Στο πρόγραµµα τα εντατικά µεγέθη διαστασιολόγησης της µεθοδολογίας 
Baumann εκφράζονται σε όρους ροπής αναφορικά µε τη διεύθυνση των 
οπλισµών. Με δεδοµένες, λοιπόν, τις ροπές της ανάλυσης mx, my και mxy στο 
ορθογωνικό σύστηµα x-y (ή 1-2) του πλέγµατος των οπλισµών, προκύπτουν για 
την άνω και κάτω ίνα της πλάκας οι ροπές διαστασιολόγησης των οπλισµών. 
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Περιγραφή Ροπή σχεδιασµού Συνθήκη υπολογισµού 

για mx my≤ & mxymx −≥  
mx mxy+  

ή για mymx >  & mxymy −≥  

0 για mymx ≤  & mxymx −<  

m1D+ (κάτω) 

Ροπή σχεδιασµού 
κατά τη διεύθυνση 
οπλισµού 1 κάτω 
ίνας 

my

mxy
mx

2

+  για mymx >  & mxymy −<  

για mymx ≤  & mxymx −≥  
mxymy +  

ή για mymx >  & mxymy −≥  

mx

mxy
my

2

+  για mymx ≤  & mxymx −<  

m2D+ (κάτω) 

Ροπή σχεδιασµού 
κατά τη διεύθυνση 
οπλισµού 2 κάτω 
ίνας 

0 για mymx >  & mxymx −<  

για mymx ≤  & mxymx −≥  
mxy*2−  

ή για mymx >  & mxymy −≥  

mx

mxy
mx

2

−  για mymx ≤  & mxymx −<  

mcD+ (κάτω) 

Ροπή σχεδιασµού 
της θλιβόµενης 
ζώνης του 
σκυροδέµατος 
(κάτω ίνα) 

my

mxy
my

2

−  για mymx >  & mxymx −<  

για mymx ≤  & mxymy ≤  
mxymx +−  

ή για mymx >  & mxymx ≤  

my

mxy
mx

2

+−  για mymx ≤  & mxymy >  

m1D- (άνω) 

Ροπή σχεδιασµού 
κατά τη διεύθυνση 
οπλισµού 1 άνω 
ίνας 

0 για mymx >  & mxymx >  

για mymx ≤  & mxymy ≤  
mxymy +−  

ή για mymx >  & mxymx ≤  

m2D- (άνω) 

Ροπή σχεδιασµού 
κατά τη διεύθυνση 
οπλισµού 2 άνω 0 για mymx ≤  & mxymy >  
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ίνας 

mx

mxy
my

2

+−  για mymx >  & mxymx >  

για mymx ≤  & mxymy ≤  
mxy*2−  

ή για mymx >  & mxymx ≤  

my

mxy
my

2

−−  για mymx ≤  & mxymy >  

mcD- (άνω) 

Ροπή σχεδιασµού 
της θλιβόµενης 
ζώνης του 
σκυροδέµατος 
(άνω ίνα) 

mx

mxy
mx

2

−−  για mymx >  & mxymx >  

Πίνακας  4.1: Μέθοδος EC2 (Baumann). Ροπή σχεδιασµού οπλισµού m1D, m2D 
και σκυροδέµατος mcD άνω και κάτω ίνας πλάκας στις δοθείσες 
διευθύνσεις οπλισµών x-y (ή 1-2), βάσει των εντατικών µεγεθών 
mx, my και mxy. 

Μοντέλο υπολογισµού Wood-Armer 

Περιγραφή Ροπή σχεδιασµού Συνθήκη υπολογισµού 

mxymx +  για mxymx −≥  m1D+ (κάτω) 

Ροπή σχεδιασµού κατά τη 
διεύθυνση οπλισµού 1 
κάτω ίνας 

0 για mx mxy< −  

mxymy +  για mxymx −≥  m2D+ (κάτω) 

Ροπή σχεδιασµού κατά τη 
διεύθυνση οπλισµού 2 
κάτω ίνας mx

mxy
my

2

+  για mx mxy< −  

mcD+ (κάτω) 

Ροπή σχεδιασµού της 
θλιβόµενης ζώνης του 
σκυροδέµατος (κάτω ίνα) 

mxy*2−   

mxymx +−  για my mxy≤  m1D- (άνω) 

Ροπή σχεδιασµού κατά τη 
διεύθυνση οπλισµού 1 άνω 
ίνας 

2mxy
mx

my
− +  για my mxy>  
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mxymy +−  για my mxy≤  m2D- (άνω) 

Ροπή σχεδιασµού κατά τη 
διεύθυνση οπλισµού 2 άνω 
ίνας 

0 για my mxy>  

mcD- (άνω) 

Ροπή σχεδιασµού της 
θλιβόµενης ζώνης του 
σκυροδέµατος (άνω ίνα) 

mxy*2−   

Πίνακας  4.2: Κλασική µέθοδος (Wood-Armer). Ροπή σχεδιασµού οπλισµού 
m1D, m2D και σκυροδέµατος mcD άνω και κάτω ίνας πλάκας 
στις δοθείσες διευθύνσεις οπλισµών x-y (ή 1-2), βάσει των 
εντατικών µεγεθών mx, my και mxy. 

Λοξό πλέγµα οπλισµών 
Σε περίπτωση που έχει επιλεγεί πλέγµα οπλισµών, όπου οι οπλισµοί  
σχηµατίζουν γωνία διάφορη των 90ο µεταξύ τους, τότε στην εξαγωγή των 
αντίστοιχων µεγεθών διαστασιολόγησης υπεισέρχεται και η σχετική γωνία 
(λοξότητα) των οπλισµών.  

 

Σχήµα 4.6: Γωνίa οπλισµού φ και σχετική γωνία λοξότητας α στρώσεων οπλισµού. 

Παρατήρηση: Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται όταν η σχετική γωνία των 
οπλισµών λαµβάνεται µεγαλύτερη από 120ο ή µικρότερη από 60ο, διότι σε 
τέτοια περίπτωση το εύρος ρωγµής ενδέχεται να προκύπτει αρκετά µεγάλο, ενώ 
η όπλιση καθίσταται αντιοικονοµική.  
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∆ιάτµηση  

∆ιατµητική ένταση 
Θεωρούµε στοιχειώδες στοιχείο κελύφους dx·dz και τις διατµητικές τάσεις τyz 
& τxz σε εγκάρσιο και οριζόντιο επίπεδο. Από τις εγκάρσιες διατµητικές 
δυνάµεις Vx & Vy στο σύστηµα συντεταγµένων του υπερστοιχείου ΧΥΖ 
υπολογίζεται η κύρια εγκάρσια διατµητική δύναµη V1 καθώς και η κατεύθυνση 
του εγκάρσιου επιπέδου στο οποίο αυτή εµφανίζεται. Πρόκειται για την ένταση 
σχεδιασµού έναντι τέµνουσας της πλάκας.  

dx

dy

τzy

Y

τzx

X

Z

τyz

τxz

dx

dy

Vy

Y

vx

X

Z

Vy

Vx

φ

Y

X

VI

VI

Z

VI V=0

90-φρx
ρy

 

Σχήµα 4.7: ∆ιέυθυνση επιπέδου και τιµή και κύριας εγκάρσιας διατµητικής 
έντασης σχεδιασµού V1 σε στοιχείο πλάκας βάσει των διατµητικών 
δυνάµεων στο σύστηµα συντεταγµένων του υπερστοιχείου.  

η κύρια εγκάρσια διατµητική δύναµη σχεδιασµού V1 ανά µέτρο µήκους δίνεται 
από [CEB90] §6.4.2.5: 

VEd = V1 = 2 2
X YV V+   

η οποία δρα σε µια κατακόρυφη επιφάνεια η οποία σχηµατίζει γωνία βb ως προς 
το επίπεδο dy-Z. 

βb =arctan(VY/VX) 
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Έλεγχος διάτµησης 

Στο πρόγραµµα ακολουθείται η µεθοδολογία του EC2-1-1 ό̈πως περιγράφεται 
στα επόµενα.  

Αντοχή σε σύνθλιψη λοξού θλιπτήρα VRd,max 

H µέγιστη τέµνουσα VRd,max (ή VRd2 του ΕΚΩΣ) που µπορεί να αναληφθεί από το 
στοιχείο καθορίζεται από τη συντριβή των λοξών θλιπτήρων. Bλ. EC2-1-1 
§6.2.3(1)&(3). 

VRd,max = αcw·bw·z·ν1·fcd/(cotθ + tanθ )   EC2-1-1 (6.9) 

όπου  

  cotθ = 1,00 ώστε να µεγιστοποιηθεί η αντοχή 

  αcw = 1.0  για µη προεντεταµένες κατασκευές 

  z = 0,9·d προσεγγιστικά  

  ν1=ν= 




 −⋅
250

f
16,0 ck   & fck σε Mpa  EC2-1-1 (6.6) 

Εφόσον η τέµνουσα σχεδιασµού VΕd υπερβαίνει την VRd,max θα πρέπει να 
αυξηθεί το πάχος της διατοµής. 

Πλάκες χωρίς οπλισµό διάτµησης 

Σε περιοχές της πλάκας, όπου η τέµνουσα σχεδιασµού VEd δεν υπερβαίνει την 
αντοχή του στοιχείου χωρίς οπλισµό διάτµησησης VRd,c (ή VRd1 του ΕΚΩΣ), εκεί 
δεν απαιτείται οπλισµός διάτµησης. Βλ. EC2 1-1, 6.2.1(3). 

Η διατµητική αντοχή VRdc στην συνήθη περίπτωση απουσίας ορθής έντασης 
(σcp≈0) δίδεται από EC2 1-1, 6.2.2: 

VRd,c = max{CRd,c⋅k⋅(100⋅ρl ⋅fck)
1/3 ; 0,035⋅k3/2 ⋅ fck

1/2} ⋅d 

Όπου για τα CRd,c k  και d βλ. EC2-1-1 §6.2.2(1) και 

ρl =ρx⋅cos4 βb +ρy⋅sin4 βb ≤ 2% 

ρx και ρy είναι τα ποσοστά του οπλισµού πλησίον της επιφάνειας 
που βρίσκεται σε εφελκυσµό. Βλ. [CEB90] § 6.4-12.  

Παρατηρήσεις: 
Εφόσον σε µια πλάκα εφαρµόζεται οπλισµός διάτµησης θα πρέπει αυτή να έχει 
πάχος τουλάχιστον 200 mm. Βλ. EC2 1-1, 9.3.2. 
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Ως διαµήκης οπλισµός λαµβάνεται στο πρόγραµµα ο µεγαλύτερος από τον 
κατασκευαστικά ελάχιστο και αυτόν που απαιτείται από την ανάλυση σε κάµψη. 
Ενδέχεται η τοποθέτηση οπλισµού διάτµησης σε πλάκα να είναι ιδιαίτερα 
δυσχερής. Γι’ αυτό στο πρόγραµµα παρέχεται η δυνατότητα να αυξηθεί το 
ποσοστό του ελάχιστου εφελκυόµενου οπλισµού ώστε να αυξηθεί η αντοχή σε 
τέµνουσα. Vrdc > VEd.  Σε περιπτώσεις, βέβαια, σχετικά µεγάλης διατµητικής 
έντασης ενδέχεται η αύξηση του διαµήκους οπλισµού να αποδειχθεί ατελέσφορη 
αφού διπλασιασµός του ρl ισοδυναµεί µε αύξηση της αντοχής µόλις κατά 25%. 

Υπολογισµός οπλισµού διάτµησης 

Στα σηµεία που προκύπτει VEd > VRd,c υπολογίζεται οπλισµός διάτµησης µε την 

ακόλουθη διαδικασία: 

i. Προσδιορισµός  γωνίας λοξού θλιπήρα σκυροδέµατος θ: 

     Ed

cw w 1 cd

2 V
sin2θ

α b z fν

⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
    και  1.0 ≤ cotθ ≤ 2.5 

ii.  Υπολογισµός συνδετήρων      2 EdV
A / m

z f cotsw
ywd θ

=
⋅

 

Στα αποτελέσµατα εκτός από την απαιτούµενη επιφάνεια συνδετήρων Asw/m2 

φαίνεται και η υπολογιζόµενη γωνία θ καθώς και η αντοχή του στοιχείου µε 

οπλισµό διάτµησης VRd (ή VRd3 του ΕΚΩΣ). 

Κατασκευαστικές διατάξεις 

Στα τµήµατα της πλάκας που απαιτείται οπλισµός διάτµησης εφαρµόζεται από 

το πρόγραµµα ποσοστό οπλισµού τουλάχιστον ίσο µε  0,08·
ck
f /fyk. Βλ. EC2-

1-1. Ενώ παρέχεται η δυνατότητα να οριστεί διαφορετικό ποσοστό. 

Κατά τη διάταξη του οπλισµού στη κάτοψη θα πρέπει να ληφθούν υπόψη από το 

µελετητή οι απαιτήσεις διαµόρφωσης της EC2-1-1 §9.3.2. Π.χ. η µέγιστη 

διαµήκης απόσταση µεταξύ διαδοχικών σειρών κατακόρυφων συνδετήρων είναι 

0,75d και η µέγιστη εγκάρσια απόσταση 1,5d. 
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Έλεγχος λειτουργικότητας  

Έλεγχος σε βέλος κάµψης 
Προκειµένου να ληφθούν υπόψη φαινόµενα ρηγµάτωσης, ερπυσµού και 
συστολής ξήρανσης προτείνεται στην βιβλιογραφία [VOLL08] η ελαστική 
ανάλυση µε µειωµένο µέτρο ελαστικότητας:  

 ΕC,eff = ε·EC/(1+φ) 

 όπου  

- φ είναι ο συντελεστής ερπυσµού, ο οποίος συνήθως λαµβάνεται ίσος µε 
2,5.  

- ο συντελεστής ε λαµβάνει υπόψη τα φαινόµενα της ρηγµάτωσης και 
της συστολής ξήρανσης. (συνήθως ίσος µε 0,5) 

Το βέλος που προκύπτει θα πρέπει να ελεγχθεί από το µελετητή βάσει των ορίων 
που υποδεικνύονται στον κανονισµού, π.χ. l/250 ή l/500. 
 


